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Zur Begriindung des Zweifliissigkeitenmodells fiirr Helium
aus der mikroskopischen Theorie

Von Worrcane WELLER

Institut fiir Theoretische Physik der Karl-Marx-Universitdt Leipzig
(Z. Naturforschg. 19 a, 410—420 [1964] ; eingegangen am 28. Oktober 1963)

Es wird ein wechselwirkendes Bose-System unter der Annahme betrachtet, dal Kondensation im
Sinne von Pexrose und Oxssacer vorliegt. Fiir dieses System werden die Grundgleichungen des
Zweifliissigkeitenmodells aus der mikroskopischen Theorie abgeleitet und die Dichten der normalen
und der superfluiden Komponente durch die mikroskopischen Grioflen ausgedriickt. Es ergibt sich
ein fiir das Zweifliissigkeitenmodell notwendiges Kriterium fiir das Anregungsspektrum, das dem
Laxpauschen Superfluiditdtskriterium entspricht. Mit Hilfe des abgeleiteten Kriteriums laft sich
zeigen, daB} die normale Komponente am absoluten Nullpunkt der Temperatur verschwindet. Den
Betrachtungen wird die vollstindige Gleichungskette fiir die thermodynamischen Greexschen Funk-
tionen zugrunde gelegt, so dal auBer der Annahme der Kondensation keine weiteren einschrianken-
den Annahmen iiber Dichte und Wechselwirkungspotential notwendig sind. Die Theorie sollte des-

halb fiir reales He II zutreffend sein.

1. Einleitung

Fliissiges He* tritt in den beiden Phasen He I und
He II auf. He Il zeigt auBlergewdhnliche physika-
lische Eigenschaften, insbesondere die Erscheinung
der Superfluiditat. Zur phénomenologischen Be-
schreibung dieser physikalischen Eigenschaften von
He II wurde von Tisza! und Lanxpau? das Zwei-
flissigkeitenmodell entwickelt. Das Modell betrachtet
He II als Mischung zweier unabhéngiger Komponen-
ten, einer normalen Flissigkeit und einer super-
fluiden Fliissigkeit. Am absoluten Nullpunkt der
Temperatur ist nur die superfluide Komponente vor-
handen, am A-Punkt nur die normale Komponente.
Im Sinne des Zweifliissigkeitenmodells gilt fiir die

Massendichte o des He II

0=0n+0s, (1.1)

wobei 0, und o, die Massendichten der normalen
und der superfluiden Komponente sind. Die beiden
Komponenten bewegen sich unabhingig und rei-
bungslos gegeneinander, fiir die Impulsdichte gilt

G=0,0,+05 ;. (1.2)

Dabei sind v,, und v, die Geschwindigkeiten der nor-
malen und der superfluiden Komponente.

Die Beziehungen des Zweifliissigkeitenmodells
wurden zuerst von Lanxpau ? 3 aus der Statistik fiir

! L. Tisza, Phys. Rev. 72, 838 [1947].

2 L. D. Laxpav, J. Phys., USSR 5, 71 [1941].

3 L.D. Laxpav u. E. M. Lirsnrrz, Statistical Physics, Per-
gamon Press, London 1958.

4 R. P. Fevnuman, Phys. Rev. 94, 262 [1954].

bewegte Elementaranregungen abgeleitet. FEyNman
vertiefte diese Betrachtungen, indem er das Verhal-
ten der von ihm konstruierten Elementaranregungen
in einer bewegten Flissigkeit untersuchte. Die an-
geregten Zustdnde des He II werden dabei aus Ele-
mentaranregungen (Phononen und Rotonen) ge-
bildet, die sich (zumindest fir Temperaturen, die
nicht zu nahe am Z-Punkt sind) wie ein ideales Bosk-
Gas verhalten. Loxpon? fithrte die Annahme ein,
daf} beim He II fiir die wechselwirkenden He*-Atome
eine Kondensation vorliegt, die der bekannten Bosk-
Emstein-Kondensation des idealen Bose-Gases ent-
spricht. Ein Einteilchenzustand ist dabei mit einer
dem Volumen proportionalen Zahl von Teilchen be-
setzt und bildet das Kondensat.
wurde von Pexrose und Onsacer ® weiter ausgebaut
und begriindet. Es erscheint plausibel, die Bewegung
des Kondensats mit der Bewegung der superfluiden
Komponente gleichzusetzen ?. Es ist aber nicht mog-
lich, das Kondensat einfach mit der superfluiden
Komponente zu identifizieren. Bei 7 =0 wird die ge-
samte Flissigkeit durch die superfluide Komponente
dargestellt. Der Kondensatzustand ist aber beim
flissigen Helium im Gegensatz zum verdiinnten oder
idealen Bose-System auch schon fiir 7' = 0 stark ent-
leert; eine Abschdtzung von Penrose und ONsAGER ©

ergibt eine Besetzung des Kondensatzustandes von
etwa 8%.

Diese Annahme

® F. Lonpon, Phys. Rev. 54, 947 [1938] ; Superfluids, Vol. 2,
J. Wiley, New York 1954.

O. Pexrose u. L. Oxsacer, Phys. Rev. 104, 576 [1956].
Vgl. z. B. O. Pexrose, Nuovo Cim., Suppl. 9, 256 [1958].

@ROIS)

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fiir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der

ND Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz verdffentlicht:

Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung“) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu ermdglichen.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fur Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



ZWEIFLUSSIGKEITENMODELL FUR HELIUM II

Es ist natiirlich von Interesse, das Zweifliissig-
keitenmodell aus einer mikroskopischen Theorie
zu erkliren und dabei die Beziehungen zwischen
Kondensat und superfluider Komponente herzustel-
len. Fiir das verdiinnte Bose-System mit Pseudo-
potential wurde das Zweifliissigkeitenmodell von Lee
und Yanc 8 begriindet. Fir dieses System sind die
Verhiltnisse einfacher, da wegen der vernachlassig-
baren Ausleerung des Kondensatzustandes die super-
fluide Komponente und das Kondensat zusammen-
fallen. In letzter Zeit haben sich auch MarTiN und
Mitarbeiter ° mit dem Zweiflussigkeitenmodell be-
faf3t.

In der vorliegenden Arbeit wird ein System wech-
selwirkender He*-Atome mit bewegtem Kondensat
behandelt.

Es werden die Beziehungen (1.1) und (1.2) des
Zweiflissigkeitenmodells abgeleitet, und die darin
vorkommenden phidnomenologischen Groen werden
mit den Groflen der mikroskopischen Theorie in Ver-
bindung gebracht (Abschnitt 6). Weiterhin wird ein
Kriterium fiir das Anregungsspektrum abgeleitet, das
dem Lanpauschen Superfluiditatskriterium entspricht
(Abschnitt 7). Im Abschnitt 8 wird mit Hilfe dieses
Kriteriums gezeigt, da} die normale Komponente
am absoluten Nullpunkt der Temperatur verschwin-
det. Die He*-Atome werden als spinlose Bose-Teil-
chen behandelt, die durch ein Potential /' (r) mitein-
ander in Wechselwirkung stehen. Das System wird
mit thermodynamischen Greexschen Funktionen be-
schrieben. Dabei wird die vollstindige Gleichungs-
kette fiir die Greenschen Funktionen benutzt, und
die Rechnungen beziehen sich auf das reale Wechsel-
wirkungspotential und die reale Dichte der He!-
Atome.

Die Theorie wird unter der Annahme entwickelt,
dal} Bose-Emxsteix-Kondensation im Sinne von PEn-
rosE und Onsacer © vorliegt. Fiir die Einteilchenkorre-
lationsfunktion (¥ (rt) ?*(r't)) gilt dann® 1011

(P(re) P*(r'o))— (P(ro) ) (P (1)) =0
(1.3)

fir |[P—1"|—> .
¥ (rt) ist das quantisierte Feld der spinlosen Bosk-
Teilchen; die Klammern (...) bedeuten Mittelung

iber die groBle kanonische Gesamtheit (s. u.).

8 T.D. Lee u. C. N. Yanc, Phys. Rev. 113, 1406 [1959].

9 Vgl. den Bericht iiber noch unveriffentlichte Arbeiten von
P. C. Martiy, J. Math. Phys. 4, 208 [1963].

10 N. N. Bocovriusov, Physica, Suppl. 26, 1 [1960] ; Phys. Ab-
handl. SU 6, 1, 118, 229 [1962].
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(¥(re)) ist die Wellenfunktion des Kondensat-
zustandes. Wir nehmen. also an, daB das Wechsel-
wirkungspotential beim He* so beschaffen ist, daf} im
betrachteten Temperaturintervall (7=0 bis T'=T})
die Beziehung (1.3) mit von Null verschiedenen
Quasimittelwerten (¥ (rt)) gilt. Diese Annahme ist
natiirlich im Prinzip mit Hilfe der Bewegungs-
gleichungen priifbar. Die Kondensation ist notwen-
dig fir das Zweiflissigkeitenmodell, weil sie zwei
unabhédngige Bewegungen im System ermaglicht
(vgl. auch Abschnitt 7). Wir betrachten gleichférmig
bewegte Kondensate, die Kondensatwellenfunktionen
(¥ (rt)) sind dann ebene Wellen. Das Kondensat
wird mit der Methode von Bocoriusov 1? behandelt,
die in einer fritheren Arbeit 12 (fiir verdiinntes Bosk-
System mit O-formigem Pseudopotential) auf be-
wegte Kondensatzustande iibertragen wurde.

Die Zustidnde mit bewegtem Kondensat miissen als
metastabile Zustinde betrachtet werden, das System
befindet sich dabei in einem thermodynamischen
Quasigleichgewicht 3. Bei den thermodynamischen
Mittelungen fiir die Greenschen Funktionen muf}
darauf Riicksicht genommen werden; die Mittelun-
gen diirfen nicht tiber die vollstandige groe kano-
nische Gesamtheit erfolgen.

2. Der Hamilton-Operator

Das unendlich ausgedehnte System der wechsel-
wirkenden He*-Atome, die als spinlose Bosk-Teilchen
behandelt werden, wird durch den Hamirtox-Opera-
tor

H=Hy+Hyw+H, (2.1
mit
H0=/‘F(rt)h(r) Y(r: dr,
- P A uiik2® 8
Bix) = 2mA 'u+lh mor’

Hyww=1% [V (r—15) ¥ (ryt) V' (150)
“W(ryt) P(ryt) dBry dr,

beschrieben. m ist die Masse eines He*-Atoms, V (r)
das Wechselwirkungspotential zwischen den Atomen.

W (rt) — Vlé ;a,‘ (1) exp{i ke 1) (2.2)

11 C. N. Yang, Rev. Mod. Phys. 34, 694 [1962].
12 W. WELLER, Z. Naturforschg. 18 a, 79 [1963].
13 Vgl. die Diskussion von Lek u. Yanc 8,
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ist das quantisierte Feld der Bose-Teilchen mit den
Vertauschungsrelationen fiir gleiche Zeiten

[(ryt), ¥ (rp0)] =0(ry—Ty),

[W(ryt), P(ryt)] =0. (2.3)

£ ist das Normierungsvolumen; die Klammer [ 4, B]
bezeichnet den Kommutator.

Der Operator H, enthilt zwei Zusatzterme. Der
erste ist der in der grollen kanonischen Gesamtheit
tibliche Term mit dem chemischen Potential u. Der
zweite Zusatzterm — f (u/m) P ist notwendig, da wir
im Sinne des Zweifliissigkeitenmodells bewegte Sy-
steme behandeln, bei denen sich die normale und
die superfluide Komponente bewegen. (P ist der
Operator des Gesamtimpulses, k u/m ist ein La-
GraNGEscher Multiplikator.) Dieser Zusatzterm er-
laubt, iber eine Gesamtheit von Systemen mit be-
liebigem Gesamtimpuls zu mitteln, und den Er-
wartungswert des Gesamtimpulses durch den Multi-
plikator vorzuschreiben.

Der dritte Zusatzterm H, hebt die beim konden-
sierten Bose-System vorliegende Entartung der stati-
stischen Gleichgewichtszustdnde bzw. Quasigleich-
gewichtszustande (bei bewegtem Kondensat) auf 1°.
Er ermoglicht damit gleichzeitig die Einfihrung von
Quasimittelwerten 1°. Wir betrachten ein gleichformig
bewegtes Kondensat, setzen also die Kondensat-
wellenfunktion in der folgenden Form an:

(P(r1)) =Vo,exp{ik, T}, wo 0o=No/2. (2.4)

h k, ist der Impuls pro Kondensatteilchen; N, ist
die Zahl der Teilchen im Kondensat und g, die Teil-
chendichte der Kondensatteilchen. Der Ausdruck (A4)
bedeutet Mittelung eines Operators A iiber die grofie
kanonische Gesamtheit.

y Z(Ci[Ae—ﬂHIci)
=t 2.5
() E‘(Cile_ﬂHlCi) (25)
p=1/xT, x ist die Borrzmans-Konstante. |¢;) sind
die Vielteilchenwellenfunktionen des Bose-Systems.
Damit der Quasimittelwert (2.4) in der aufge-
schriebenen Form verschieden von Null ist, muf} die
Entartung [beziiglich einer willkiirlichen Phase in

(2.4)] durch den Zusatzterm

H,= —v/ exp{ —ikyr} P (rt) &®r + herm. konj.
(2.6)

aufgehoben werden. Nach der Mittelung (2.5) und

dem Grenziibergang {2 — o ist der Grenziibergang
v — + 0 auszufiihren.
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Wie schon oben erwihnt, befindet sich ein System
mit bewegtem Kondensat in einem thermodynami-
schen Quasigleichgewicht !3. Das wirkliche thermo-
dynamische Gleichgewicht liegt bei ruhendem Konden-
sat vor. Der Ubergang von einem Bewegungszustand
des Kondensats zu einem anderen erfordert in den
Wellenfunktionen den Umbau einer makroskopischen
Zahl von Teilchen wegen der makroskopischen Be-
setzung des Kondensatzustandes. Wir nehmen an,
daB solche Uberginge dem betrachteten System nicht
zugédnglich sind, und betrachten deshalb einen Zu-
stand mit bestimmter Bewegung des Kondensats als
metastabiles Quasigleichgewicht.

Auf Grund dieser Uberlegungen muf die thermo-
dynamische Mittelung in (2.5) eingeschrankt wer-
den. Es darf nur tber Vielteilchenwellenfunktionen
|¢c;) gemittelt werden, die zu einem bestimmten Be-
wegungszustand des Kondensats gehoren. Diese Ein-
schrankung der Mittelung wird automatisch durch
den Zusatzterm (2.6) und die Methode zur Abtren-
nung des Kondensats (s. u.) vorgenommen.

3. Die Abhiangigkeit der Mittelwerte von den
Raum- und Zeitkoordinaten

Wir haben fiir die raumliche Verschiebung der
Feldoperatoren die Beziehung

Y(rt)=exp{—iPr/h}¥(0t)exp{i PT/k}.(3.1)
Die Feldoperatoren in P sind dabei auch zur Zeit ¢
zu nehmen.

Da wir im folgenden Zustdnde mit bewegtem Kon-
densat mit Zustinden mit ruhendem Kondensat ver-

gleichen wollen, spalten wir die Kondensatbewegung
von den Feldoperatoren ab.

VY(re) =exp{ik,r} ¥(r), (3.2)
V(re =- : Z ax(t) exp{ikr}.
Ve 5

Der Vergleich mit (2.2) ergibt natiirlich d@x(z) =
=ak+ko(t). Die Transﬁomaﬁon (3.1) geht fur
den neuen Feldoperator ¥ uber in

¥ (rt) = exp{ —iPr/h) P(01) exp{i P1/R)},
) (3.3)
P-P_-#%k,N.

wobeli

Der Operator P gibt die Differenz zum Impuls fiir
den Fall, daf} sich alle Teilchen gleichformig mit dem
Kondensat mitbewegen. P ist mit dem Hawmivton-
Operator H vertauschbar, P dagegen ist wegen H,
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nicht mit H vertauschbar; N ist der Teilchenzahl-
operator.

Fiir die Zeitabhingigkeit der Feldoperatoren ha-
ben wir

Y(ri) = eiBiIR P (r0) e iHUR,  (3.4)

Da die thermodynamische Mittelung (2.5) auch mit
dem Hawmivton-Operator H durchgefiihrt wird, ergibt
sich sofort, da3 Mittelwerte von Produkten der Feld-
operatoren % und ¥* nur von den Differenzen der
Raum- und Zeitkoordinaten abhangen. So ist z. B.

(’P(rt) ) = const,
(P(ri2) P (raty)) =f(ry—Ts, 8, —15), (3.5)

usw.

4. Die Wellengleichung fiir das Kondensat

Nach den Uberlegungen des vorhergehenden Ab-
schnittes muf8 der Mittelwert (¥ (1¢)) zeitunabhin-
gig sein. Diese Bedingung bedeutet physikalisch, dal
die Zahl der Teilchen im Kondensat zeitlich konstant
ist. Sie liefert die Wellengleichung fiir das Konden-
sat.

0=ih§7 (P (r1))
=([¥(rv),H]).

Die Berechnung des Kommutators ergibt, wenn wir

gleich noch den Grenziibergang » — 0 ausfiihren,

0=h(r)(¥(re)) (4.2)
+ [V (r—r) (P (ry0) P (ry0) P(re)) Ery.

(4.1)

Gl. (4.2) spielt die Rolle einer verallgemeinerten

ScurODINGER-Gleichung 1 fiir die Kondensatwellen-

funktion. Wir haben nach (2.4) im Einklang mit

(3.5)

(P(re))=exp{ik,r} (¥ (rt)) =Voyexp{ik, 1}
(4.3)

(s. Anm. 1%), Einsetzen in die ScHRODINGER-GI. (4.2)
liefert

0= {% (ky®—2uk,) —H} Vgexp{i ko 1}
+ [V(r—m) (P (ry2) P (1) (4.4)
“W(r) ) &riexp{ik,r}.

14 Eine solche Scuropincer-Gleichung wurde schon von E. P.
Gross, Nuovo Cim. 20, 454 [1961] und L. P. PiraEvsku,
Zh. Eksperim. i Teor. Fiz. 40, 646 [1961] benutzt.
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Die Theorie enthalt vier Parameter, und zwar das
chemische Potential u, die Teilchendichte der Kon-
densatteilchen g, den Impuls der Kondensatteilchen
hk, und den Multiplikator u. Die Kondensat-
bewegung K, wird vorgegeben. Die Vorgabe des Er-
wartungswertes des Gesamtimpulses legt u fest und
umgekehrt. Fir oy und u stehen Gl. (4.4) und die
Vorgabe der Gesamtteilchenzahl zur Verfiigung. Wir
berechnen u aus (4.4).

H=p— ’;:; (ky*—2uky,)

=0 [V (r—1) (P (1) P(ry0) P(r)) dry
=U, (4.5)

wobei U unabhingig von 7 und ¢ und reell ist 1.

5. Bewegungsgleichungen fiir die Greenschen
Funktionen

Wir betrachten jetzt die aullerhalb des Kondensats
befindlichen Teilchen. Von dem Feldoperator ¥ spal-
ten wir den Kondensatanteil ab und behandeln ihn
wegen der makroskopischen Besetzung des Konden-
sats im folgenden als c-Zahl 1.

Y(re) = ‘:/"!ﬂjexp{ikor}+w(rt) (5.1)
= Voyexp{ik, 1} +v(r1),
P(ri) = Voo +9(r1) . (5.2)

Die neuen Feldoperatoren vy bzw. 2; enthalten nicht
die Fourier-Komponente mit kK = K, bzw. kK =0. Sie
erfilllen die Vertauschungsrelationen

[y(ry 1),y (ry0)]

=8(r—1;) — !12 exp{iky(ri—15)}, (5.3a)

[B(r0), 9" (1 0)] =8 (=) — & = 8(ry— 7).
(5.3b)

Die auBerhalb des Kondensats befindlichen Teilchen
behandeln wir mit Hilfe retardierter und avancierter
thermodynamischer Greenscher Funktionen, die in

15 Der Hamiiton-Operator (2.1) enthilt in Impulsdarstellung
nur reelle Koeffizienten. Daraus folgt, dal der Mittelwert
eines beliebigen Produktes aus Operatoren a und aj (zu
gleichen Zeiten genommen) reell ist. Mit (3.5) ergibt sich
dann die Realitit von (%) und U [s. GL (4.5)].
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folgender Weise (fiir Bose-Statistik) definiert sind 16:

®, . (t¢)=((4(1); B())) (5.4)

—oum L 4w, B

A und B sind Produkte aus den Feldoperatoren,
O (t) ist die Sprungfunktion. Im Anhang wird ge-
zeigt, dal} fir die Greenschen Funktionen auch bei
der hier verwendeten eingeschridnkten thermodyna-
mischen Mittelung die tbliche Spektraldarstellung
gilt. Die Bewegungsgleichung lautet

.y 3 vy
ih, ((4@);B()))

= 2iho(t—1) ((A();BGF))) (5.5)
+(([4(0),H]; B()))

mit t* =¢F 0. Die oberen Vorzeichen sind bei retar-
dierten, die unteren bei avancierten Grrenschen
Funktionen zu nehmen.

Durch die Bewegungsgleichung (5.5) werden die
Greenschen Funktionen miteinander verkoppelt, so
dal} zur Bestimmung einer Greenschen Funktion eine
ganze Kette von Gleichungen notwendig ist. Wir be-
trachten eine solche vollstandige Kette und unter-
suchen, in welcher Weise die Parameter u und k,
eingehen.

Wir gehen aus von der Funktion ((y (7 t);
y'(rt))). Zu dem letzten Term von (5.5) ist zu
bemerken, dafl H Kondensatanteile enthilt, die als
c-Zahlen abgespalten werden. Die Ausgangsfunktion
wird dadurch mit Funktionen verkoppelt, die vier,
drei und zwei Feldoperatoren enthalten. Darunter
sind auch anomale Funktionen (Quasimittelwerte),
bei denen die Zahl der Erzeugungsoperatoren nicht
gleich der Zahl der Vernichtungsoperatoren ist, z. B.
die Funktion ((y"(r;t); w'(r¢))). Fir jede der
so entstehenden Funktionen mufl wieder die Be-
wegungsgleichung (5.5) betrachtet werden, usw.

Um diese Kette von Bewegungsgleichungen zu dis-
kutieren, filhren wir einige Bezeichnungen ein. Wir
schreiben allgemein fiir ein Produkt von s Feld-
operatoren

A1) = ]gl @i (151) (5.6)

wobei

@;j(r;t) =p(r;t) oder y'(r;1).

16 Vgl. z. B. D. N. Zusarev, Usp. Fiz. Nauk 71, 71 [1960];
deutsche Ubersetzung in Fortschr. Phys. 9, 275 [1961];
V. L. Boncu-Bruevich u. S. V. Tyasrixov, The Greex Func-
tion Method in Statistical Mechanics, North-Holland Pub-
lishing Co., Amsterdam 1962.
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Die Reihenfolge der Operatoren in (5.6) sei so fest-
gelegt, dall die Operatoren von links nach rechts nach
wachsendem j geordnet seien. Zu jedem s gibt es
mehrere solche Produkte, die sich durch die Anord-
nung und durch verschiedenes Auftreten von Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren unterscheiden.
Es ist aber fiir die folgenden Betrachtungen nicht
notwendig, diese verschiedenen Produkte durch ver-
schiedene Symbole zu bezeichnen.

Fiir die Bewegungsgleichung ist der Kommutator
mit H zu berechnen.

(A(0), Hl =Y @y oo 1[p(18) , Hl @1 - . . 5.

_

=1 (5.7)

Die Operatoren v und " kommutieren mit H,, so
dall H, aus den Gleichungen fiir die Greenschen
Funktionen herausfallt. Fiir die Kommutatoren mit

H, ergibt sich.

[pi(rit), Hy] = hy gy (1 8) (5.8)
mit
el 4 [ p2¥ O
hl_e[( 2mAl ,u\) +6 mor,’
&= { +1 fiir Y=Y,
-1 Pr=vy .

Damit konnen wir die allgemeine Bewegungsglei-
chung fiir die Greenschen Funktionen schreiben

ih S (4,059 (1))
=Eiko(t—1) ((4:(0) ;9" (re7)))

+ {21 Pt (@) Priy. .. pss Y (r1) )
7

+ (([45(2), Hyw ()15 »*(rt))).

Wir spalten nun die Kondensatbewegung entspre-
chend Gl. (3.2) ab. Der Hawmirron-Operator der
Wechselwirkung Hww dndert seine formale Gestalt
bei der Umrechnung von ¥ auf ¥ nicht.

Hyw=1} [V(ri—1y) P (ry0) ¥ (ry0)

(5.9)

W (ryt) P(ry0) Br,Pry.  (5.10)
Mit den Bezeichnungen
S
4;(t) = 171 Pi(r;1) ,
e
@i(rit) =9 (r;t) oder ¥ (r;t),
= {f} fiir ‘5225 (5.11)
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Dabei wurde in der letzten Gleichung & nach (4.5)
durch U ersetzt.

Durch die Gln. (5.12) wird bereits die Frage be-
antwortet, in welcher Weise die Parameter # und Kk,
in die Bewegungsgleichungen fiir die Greenschen
Funktion eingehen. Die Grundgleichungen des Zwei-
flissigkeitenmodelis folgen direkt aus der Tatsache,
dal} in (5.12) nur die Differenz u — k, auftritt (vgl.
Abschnitt 6).

Fir weitere Diskussionen (vgl. Abschnitt 7) ist es
aber noch niitzlich zu untersuchen, in welcher Weise
3 die Differenz u — k, mit den Frequenzen zusammen-
ar, hdngt. Dazu werden wir zur rdumlichen und zeit-
lichen Fourier-Transformierten von (5.12) iiber-
or gehen.

lautet dann die allgemeine Bewegungsgleichung fiir
die Greenschen Funktionen

ih S (4,09 (1))
—+iho(t—t) ((As(t); P (reF)))

+ (( Z ¢1--~¢l-1(’;l¢z) Dot P3P (L))
7

+({[4;(0), Hyw(®)]; ¥°(re))),  (5.12)

7 At 7 1 =z
<<As(t)§w (Tt))) = WQjE;k!w dw gs(kl"'k.h k:w)

expli(le, Py +:2« TR0 —ikr —tw(t—=£)}. (513)
(([A;(t),wa(t)];W("t'))):(j;gl);gz ofo do W, (k. ..k, k, o)
5k —oo
cexp{i(kyry+... + k1) —ikr —iw(t—1t)}. (5.14)

Wir betrachten nun analog wie im Abschnitt 3 die Ortsabhingigkeit der Funktionen (5.13) und (5.14). Die
rdumliche Verschiebung der Operatoren ¥ und ¥" wird mit dem reduzierten Impulsoperator P vorgenom-
men [vgl. (3.3)]. Der Operator P ist mit H und auch mit Hyw vertauschbar. Daraus kann man sofort
schlieBen, daf} die obigen Funktionen nur von denKoordinatendifferenzen r; — 1, , 7', — ry,...,0r_1—T,
T, — 1 abhingen. Folglich kommen bei den obigen Fourier-Entwicklungen nur Anteile vor, fiir die

Ski=k.
=1

In der Impulsdarstellung zerfallen die Greenschen Funktionen also in Klassen nach dem zu ' (r¢) ge-
horenden Impuls & k. Nur Greensche Funktionen einer Klasse werden durch die allgemeine Bewegungs-
gleichung miteinander verkoppelt.

Die Fourier-Transformierte der Bewegungsgleichung (5.12) lautet nun

(ho—h(ky...k)} G, k,...k, o)

(5.15)

—t T 6y Ty, @) e ) LBy K 0),  (5.16)
2@ t—t'—+0
wobei
=N (P e B P :
hk,...k,) = 1:21 & (2mkl ,y) 7 (-l Yk (5.17 a)
_ R 7.9 h?
=Yy ki ~U)— " (u—kyk. (5.17b)

6. Das Zweifliissigkeitenmodell (5.12) berechnet. Die richtigen Losungen der Be-

wegungsgleichungen (zum vorgeschriebenen f) las-

Wir betrachten noch einmal im Zusammenhang
die Gleichungen fiir unser Problem. Die Greenschen
Funktionen werden aus den Bewegungsgleichungen

sen sich durch die Spektraldarstellung (A.6) bestim-
men. Die in (5.12) auftretenden Kommutatoren mit
Hywyw ergeben sich mit Hilfe der Vertauschungs-
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relation (5.3b) und der Beziehung (5.2). U ist in
Gl. (4.5) definiert, der darin enthaltene Mittelwert
ergibt sich nach (A.5) aus der entsprechenden
Greenschen Funktion. Die Parameter # und K, be-
trachten wir als vorgegeben, damit ist dann der Er-
wartungswert des Gesamtimpulses bestimmt. Die
Dichte der Kondensatteilchen folgt aus

Qo+ (¥ (re) w(re)) =n,

wo n die Gesamtzahl der Teilchen pro Volumen ist.

Die Parameter # und K, enthilt von allen den
angefihrten Gleichungen nur die Bewegungsglei-
chung (5.12) in Form der Differenz u — k,, . Daraus
ergeben sich nun sofort die Beziehungen des Zwei-
flissigkeitenmodells.

(6.1)

Wir gehen aus von der Korrelationsfunktion

() Pr) = Yexplik(r—1) n(k). (6.2)
k=0

Die Verteilungsfunktion n (k) hat die physikalische

Bedeutung der Zahl der Teilchen pro Volumen mit

Impuls % (k + k;). Diese Grofle kann nur von der

Differenz u — k, abhangen. Wir betrachten u —k,

als klein und entwickeln bis zur ersten Ordnung

n(k) =n®(k) +ni(k) (u—kg) +... . (6.3)

ny(k) ergibt sich aus den Losungen der oben zu-
sammengestellten Gleichungen fiir u —K,=0 und
muB folglich beim Ubergang k— — k symmetrisch
sein, da dann keine Richtungen mehr ausgezeichnet
sind.

Fir die Impulsdichte bekommen wir

G=hk090+ Zh(k+k0) n(k).

k=0

(6.4)

Der erste Term stellt die Impulsdichte der Konden-
satteilchen dar.

G=hKkyn+ th(nl(k) (u—ky)). (6.5)
Wir schreiben diese Beziehung in der Form
G:@s Vs+ 0, Uy« (66)

Dabei bedeuten k ky/m=v, und hu/m=v, die
Geschwindigkeiten der superfluiden und der nor-
malen Komponente. Fiir die Massendichten ¢; und

oo

871

—o0

0n Vs =

9 (O (r—r,wt+ie) —O(r—r,o—i&) _i,u—1)
o, [ Balromiid =B, aifl do,

W. WELLER

0, der superfluiden und der normalen Komponente
ergibt sich

st=mnv—m2k(n1(k) v), (6.7)

g,,v=mZk(n1(k) V). (6.8)

0s und 9, sind natiirlich unabhéingig von dem will-
kiirlichen Vektor v. Aus den Gln. (6.7) und (6.8)
folgt auch die andere Grundgleichung des Zweifliis-
sigkeitenmodells

05+ 0n=0, (6.9)

wobei p=mn die Massendichte der Teilchen ist.
Die Formeln vereinfachen sich etwas, wenn man
auf eine der beiden Bewegungen verzichtet. Fiir die
Losung mit w=0 laft sich z. B. die Massendichte
der normalen Komponente mit Hilfe von Gl. (6.3)

schreiben

0n V= — Z hkn(k) ,_,. (6.10)
%
Die obigen Beziehungen zeigen die Identitdt der Be-
wegung des Kondensats mit der Bewegung der su-
perfluiden Komponente. Im Gegensatz zu g, erschei-
nen gs; und o, als abgeleitete Grofen, die im Rah-
men der mikroskopischen Theorie keine unmittel-
bare Bedeutung haben. Der Zusammenhang zwischen
0o und 9y ist indirekt.

Die Gleichungen des Zweifliissigkeitenmodells er-
geben sich in linearer Naherung in u —k,. In ho-
heren Ndherungen ist die einfache und anschauliche
Vorstellung des Zweifliissigkeitenmodells nicht mehr
giiltig. Wir haben hier den Einflul von Gefalwén-
den nicht berticksichtigt und betrachten ein unendlich
ausgedehntes System. Die Beriicksichtigung der Ge-
falwinde wiirde noch liefern, dal} eine ungestorte
Bewegung der superfluiden Komponente nur bei
kleinem v moglich ist.

Die Massendichten der normalen und der super-
fluiden Komponente lassen sich natiirlich auch direkt

durch die Greensche Funktion fiir ein Teilchen

@ (r—r,t—t) = {({($(re) ;¥ ()))

ausdriicken. Wir betrachten wieder die Losung fiir
u =0 und erhalten aus (6.10) mit Hilfe der Gln.
(A.5) und (A.7)

(6.11)

(6.12)

wobei am Ende der Berechnung die Grenziibergiinge t —¢'—> 0, ¢— +0 und 7'~ r auszufiihren sind.
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Wir betrachten als Beispiel ein Bose-System aus
»harten Kugeln® mit 0-formigem Pseudopotential 17

Viry=Vo(r),

V=8aah?*m tads)

(2 Kugelradius), das in einer fritheren Arbeit!?
mit den hier benutzten Methoden behandelt wurde.
Bei den Rechnungen wurde angenommen, daf} die
Zahl der Kondensatteilchen grof gegen die Zahl der
Teilchen auflerhalb des Kondensats ist. Diese An-
nahme ist fir schwache Wechselwirkung, geringe
Dichte und fiir Temperaturen geniigend weit unter-
halb des Z-Punktes giiltig. Die Rechnungen wurden
fiir den Fall w4 =0 durchgefiihrt. Fiir die rdumliche
und zeitliche Fourier-Transformierte der GREEN-
schen Einteilchenfunktion ergaben sich in der w-

Ebene die Pole 12

Rk o,

/[ h2k2\2
fa=hkv.t ) (ﬂ) + EV gg=ath (6.14)

mit |a|<b. Das System hat also bei v,=0 die An-
regungen

ee) = | (5a )+ E Ve (615)

Fir die Dichte der normalen Komponente ist der
in k antisymmetrische Anteil n(k) der Vertei-
lungsfunktion n(Kk) mafigebend. Fir diesen Anteil

ergibt sich 12

A(k) = S 1
nt(k) = QQ(eﬂ(a+b>—1 eﬂ(_aﬂ,)_l) . (6.16)

(6.10) liefert dann fiir die Dichte der normalen
Komponente

%m:-g;hk

1
exp(fihkos ety —1° (1D
Das ist genau Lanpaus Resultat? (mit v,= —vy)
fiir 0, . Es ist niitzlich, das Verhaltnis der Lanpavu-
schen Theorie zur mikroskopischen Theorie noch
genauer zu diskutieren. Die Anregungen ¢ (k) be-
ziehen sich bei Laxpau auf die wirklichen Anregun-
gen eines Systems mit fester Teilchenzahl, fiir kleine
k z. B. auf Dichteschwankungen. Diese Anregungen
werden durch die Greensche Zweiteilchenfunktion
((a(rt); 6(00))) mit o(re) =P (r:) Y(re)
geliefert. Die Anregungen, die die Greensche Ein-
teilchenfunktion liefert, miissen nicht mit den wirk-
lichen Anregungen des Systems iibereinstimmen 8.

17 K. Huane u. C. N. Yang, Phys. Rev. 105, 767 [1957].
18 Vgl. die Diskussion bei P. C. MartIx 9.
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Fir das Bose-System mit geringer Dichte und schwa-
cher Wechselwirkung besteht diese Ubereinstimmung
allerdings. Die Dichten 0, und oy werden durch die
mikroskopische Theorie mit der Greexschen Einteil-
chenfunktion verkniipft. Fiir He II werden die Ver-
héltnisse deshalb nicht so einfach liegen wie beim
obigen Beispiel. Es ist aber zu erwarten, dal} die
durch (6.8) gelieferte Dichte auch fiir He II mit der

Laxpauschen iibereinstimmt.

7. Bedingungen fiir das Zweifliissigkeitenmodell

Die wesentlichste Eigenschaft des Zweiflissigkei-
tenmodells ist die Moglichkeit unabhéngiger Bewe-
gungen der beiden Komponenten. Die im vorher-
gehenden Abschnitt fiir das Zweifliissigkeitenmodell
abgeleiteten Gleichungen (6.6) bis (6.9) garantie-
ren allein noch nicht zwei unabhéngige Bewegungen.
Es ist im Rahmen dieser Gleichungen auch moglich,
dal} nur uniforme Bewegungen des ganzen Systems
auftreten, wenn namlich stets o, =0 oder 0, =0 oder
ky=u. Im folgenden sollen zwei Bedingungen ab-
geleitet werden, die fiir das Auftreten zweier unab-
hingiger Bewegungen im Sinne des Zweifliissigkei-
tenmodells notwendig sind.

Wir untersuchen zuerst die Frage, ob die Konden-
sation fiir das Zweifliissigkeitenmodell notwendig ist.
Auf den ersten Blick steht die Dichte der superfluiden
Komponente o4 nicht in Verbindung mit g, . Es ist aber
zu erwarten, dal die Transformation (3.2) nur dann
eine physikalische Bedeutung hat, wenn sich wirklich
Kondensatteilchen mit Impuls %k, bewegen. Das ldfit
sich in der Tat leicht aus den Bewegungsgleichungen
ableiten.

Wir betrachten die Bewegungsgleichung (5.16) fir
den Fall 9y=0, d.h. fiir ein nicht kondensiertes Bosk-
System. Dann entfillt Gl. (4.5), und # darf nicht durch
U ersetzt werden. Der Kommutator mit Hww erzeugt
keine anomalen Funktionen. Alle mit der Ausgangs-
funktion ({(3);1)*)) verkniipften Funktionen enthalten
die gleiche Anzahl von Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren, und es gilt

Z g=1. (71)
[
Wir betrachten nun die Grofie (5.17 a)
h? ;
hky ... ks)= 2st([k,~s[(u~ko)]l
ke -
N Y
e (w—ko)?—p (1.2)
und fiithren die Substitution aus
ki=¢(u — k) + gi,
k:u—k0+2gl:u~ko+g. (7.3)
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Daraus ergibt sich, daB h(k....ks) beim Ubergang
g1 — — g unveridndert bleibt.

Um das Verhalten der s bei diesem Ubergang zu
untersuchen, betrachten wir den Kommutator

[¥(re), Hww] = / V (ry—ry) 0 (r—ry)

) W () W (r t) B, dor
und gehen zur rdumlichen Fourier-Transformierten
tiber.

P 1
[dx;, Hyw] = r

(7.4)

%! > - ~ ~
ZI’,,.atk,akﬂaka. (7.5)

~

wobei

Vi = [ expl —imr}V(r)d’r.

(Ven=1V -m). Fiir die Summe in (7.5) gelten die Ein-
schrankungen

m-—gi+8=0, m-—g —g =0. (7.6)
Analoge Beziehungen ergeben sich auch fiir den Kom-
mutator eines Erzeugungsoperators ¢)" mit Hywyw . Aus
den Gln. (7.2), (7.5) und (7.6) folgt, dal die GRrEEx-
schen Funktionen ®;(&;...&5) und Gs(—g;... -&5)
identische Bewegungsgleichungen erfiillen. ®;(g; .. .&;)
ist daher bei dem Ubergang 8;— —&; invariant 19,

Fiir die Impulsdichte konnen wir nach Gl. (6.4)
schreiben (0,=0)

G:Z’;h(k—jko)n(k)

—hunt+ N hgn(g) =hun.
g

W. WELLER

Aus 0, =0 folgt also 05=0. Ohne Kondensation gibt es
nicht zwei unabhingige Bewegungen im System. Das
entspricht genau der iiblichen Vorstellung, daf} der
Phaseniibergang von He II nach He I durch das Ver-
schwinden des Kondensats charakterisiert wird.

Wir leiten nun eine Bedingung fiir das Spektrum
der Greenschen Einteilchenfunktion ab. Wir betrach-
ten wieder ein kondensiertes Bose-System (He II).
Aus der Bewegungsgleichung (5.16) und GI. (5.17b)
ergibt sich, daf} sich die Bewegung der beiden Kom-
ponenten gegeneinander nur in einer Frequenzver-
schiebung

ho—shot+ ™ (u—ky)k=h(w+w),

w= (v, —v,)k (7.8)

aullert. Es ist wichtig, dal} diese Frequenzverschie-
bung nicht von K, ...kK;, sondern nur von Kk ab-
héngt. Sie ist somit gleich fiir eine Klasse miteinan-
der verkoppelter Greenscher Funktionen. Bezeich-
nen wir die Losungen (zu bestimmtem f) der Be-
wegungsgleichung (5.16) fir den Fall u—k,=0
mit & (k, ...k, ®»), so ergeben sich die Losun-
gen fiir gegeneinander bewegte Komponenten aus

Wir benutzen nun fiir die Greensche Einteilchenfunktion

(P03 (r ) = 4 X (@ (03 6())) explike(ry—m)}

1 v =
a2 )

—o00

die Spektraldarstellung (A.5).

Mit (7.9) ergibt sich

Die Operatoren @ und @" in der Greenschen Einteil-
chenfunktion (7.10) sind (fiir gleiche Zeiten) zu-

(1.7)
@s(kl...ks,(ﬂ)=®so(k1...ks,w+w). (7.9)
do ®, (kw) exp{ik (r;—1) —iw(t—1t)} (7.10)
1% B h ' ’ dw’
G (kw) = _L, (e 1) P (ke 22, (7.11)
_ 1T (e Y e S
@il(kw)_2n_/x (e DI(ko) —= .
I(kw)=0IKk,»+w) (efrlorw) _1)/(efPo_1). (7.12)
Diese Bedingungen liefern, daf fiir alle k
sign(w) =sign(w —w) oder I°(kw)=0. (7.14)

einander hermitesch konjugiert. Daraus folgt, daf}
die Spektralfunktion reell und nicht negativ ist (s.

Anhang).
I'(kw) =0, I(kw) =20,

Pko) "1 >9.

efhlo—w)—1 = (715)

19 Die Spektraldarstellung (A.6) macht die Losungen ein-
deutig.

Offensichtlich ist 1°(kw) =1°(—k »), so dal} die
Bedingung (7.14) lautet

lw|>|wk)| oder I°(kw)=0.  (7.15)

(7.15) ist eine notwendige Bedingung an das Spek-
trum bzw. an die moglichen Werte von u—k,.
Da He IT die Erscheinungen des Zweifliissigkeiten-
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modells zeigt, muf} fiir He Il das Einteilchenspek-
trum dieser Bedingung fiir kleine Betrige ' u —k,|
geniigen. Die Bedingung entspricht dem Laxpau-
schen Superfluidititskriterium 2. Es ist hier aber zu
betonen, daf} sich das Kriterium bei Laxpau auf die
Phonon- und Rotonanregungen bezieht, wihrend
(7.15) fir das Spektrum der Greexschen Einteil-
chenfunktion gilt [vgl. die an Gl. (6.17) anschlie-
Bende Diskussion]. Das Lanpausche Kriterium lie-
fert bekanntlich eine viel zu grofle kritische Ge-
schwindigkeit fiir He II. Die kritische Geschwindig-
keit scheint mit dem Einsatz turbulenter Bewegun-
gen verkniipft zu sein. Ob die durch das Kriterium
(7.15) {festgelegte kritische Geschwindigkeit eine
realere Bedeutung hat, kann erst durch weitere Un-
tersuchungen geklart werden.

Wir wenden das Kriterium jetzt auf das wechsel-
wirkungsfreie Bose-System an. Dafiir gilt

0 _3 O(ha—e(k) -
1 (kw)_hexp{ﬂs(k)}—l’ (7.16)
e(k) =h*K?/2m.
Die Bedingung (7.15) liefert dann
R P (w—kyk firalle k, (7.17)
2m m

d.h. u—k,=0. Fiir das wechselwirkungsfreie Bose-
System ist nur uniforme Bewegung des ganzen Sy-
stems moglich 2°.

Wir wenden nun das Kriterium auf das im Ab-
schnitt 6 betrachtete verdinnte Bose-System mit
schwacher Wechselwirkung an. Fiir dieses System
hat die Spektralfunktion die Form 12

Pko)=A_(k) d(hw—=s(k))

+A,.(k)d(hw+e(k)). (7.18)
Das Kriterium (7.15) liefert dann
ek)> " (u—kyk , (7.19)

m

d.h. b>a| fir u=0 [s.GL (6.14)].

8. Das Verschwinden der normalen Komponente

bei T=0

Mit Hilfe des im vorigen Abschnitt abgeleiteten
Kriteriums (7.15) 1aBt sich beweisen, dal am abso-
luten Nullpunkt der Temperatur die normale Kom-

20 Das hitte auch aus den Betrachtungen am Anfang dieses
Abschnittes gefolgert werden kinnen.
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ponente verschwindet. Wir betrachten dazu die Ver-
teilungsfunktion

n(k) = _})m (1) ax (1)) . (8.1)

Diese Verteilungsfunktion berechnet sich aus der

Spektralfunktion nach Gl. (A.5).

nike) = | [ 1k o) do

oC

= (1) [ 1°(kw)

efho—]1

. - d i,
efh(w—w)—1

(8.2)

Um die w-Abhéngigkeit von I° zu iibersehen, be-
trachten wir noch die aus der Vertauschungsrelation
[@k,dk] =1 und den Gln. (A.5) fiir u —k,=0 fol-
gende Beziehung

1= foolo(kw) efhode— j?l"(kw) do. (8.3)

Das zweite Integral auf der rechten Seite ist eine
endliche Grofle, namlich die Zahl der Teilchen mit
Impuls k(K +k,). Folglich muf fir f— ~ die
Spektralfunktion /°(k w) fiir positives « mindestens
wie e /7 gegen Null gehen.

Wir betrachten nun den Nenner im Integranden
von (8.2). Auf Grund des Kriteriums (7.15) ist
dieser Nenner im Grenzfall §— o unabhingig von
k, und zwar gleich —1 fiir negative ® und ~ fiir
positive . Da I°(k w) natiirlich symmetrisch in k
ist, ergibt sich, dal auch n(k) fir f— ~ symme-
trisch in K ist.

Fir den Gesamtimpuls erhalten wir dann

G:ﬁk090+2h(k+k0)n(k) =hk0n. (8.4)
k

Bei T'=0 bewegt sich das ganze System uniform
mit dem Kondensat, die normale Komponente ver-
schwindet.

Anhang. Die Spektraldarstellung

Wir betrachten Systeme mit bewegtem Kondensat,
die sich in einem thermodynamischen Quasigleichgewicht
befinden. In diesem Zusammenhang schrinken wir die
thermodynamische Mittelung ein und mitteln nur iiber
Vielteilchenwellenfunktionen, die zu einem bestimmten
Bewegungszustand des Kondensats gehoren. Diese ein-
geschriankte Mittelung entspricht nicht mehr einer voll-
stindigen Spurbildung. Es erweist sich deshalb als not-
wendig, die Giiltigkeit der Spektraldarstellung fiir die
Greenschen Funktionen fiir unseren Fall zu priifen.
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Wir folgen bei der Ableitung der Spektraldarstel-
lung der Arbeit von Zusarev '® und gehen aus von den
Korrelationsfunktionen

K(tt) ={(B(t) A(t)), K~(t 'y ={A(t) B(')). (A.1)

Mit den Eigenfunktionen | ¢;) und den Eigenwerten E;
von H erhalten wir

K(tt)=Q ' X (ci| B() A(0)]c)) e P&

=01 X (1| B(O)| i) (c;| 4(0)] )
" e~BE g—iE—E)(t—t)h  (A.2)
Q=(eFH).
Dabei geht die Summation iiber i tiber den erwahnten
eingeschrinkten Bereich. Die Summation iiber den In-

dex j der eingeschobenen Zustinde miifite an sich iiber
ein vollstandiges System von Zustdnden gehen.

wobei

Analog erhalten wir

K(tt) =071 Y (ci| A(0)] cj) (c; | B(O)| ei) e FEr e~ IEEN(E=0)R,
ij

Mit Hilfe der Spektralfunktion

lassen sich dann die Korrelationsfunktionen in der
Form schreiben

Ktt)= [I(w) emiot=) do,

ZWEIFLUSSIGKEITENMODELL FUR HELIUM II

In den hier betrachteten Fillen ist der Operator
B=v". Der Operator A ist ein Produkt aus s Feld-
operatoren y oder y’. Die Bewegung des Kondensats
stellt die Bewegung einer makroskopischen Zahl von
Teilchen (vermutlich etwa 8% der Gesamtteilchenzahl N)
dar. Die Anwendung einer gegen N kleinen Anzahl s
von Feldoperatoren auf den Zustand | ¢;) verindert die
Kondensatbewegung nicht. Wir kommen deshalb aus
dem eingeschrinkten Bereich nicht heraus und kénnen
fiir j denselben Bereich wie fiir i nehmen. Das ist der
entscheidende Punkt, da zur Ableitung der Spektral-
darstellung die Summationsindizes i und j in (A.2) ver-
tauscht werden miissen. Auch die Funktionen mit gro-
ferem s (s Z N) machen keine Schwierigkeiten. Bei
Greexschen Funktionen so extrem hoher Ordnung ist
sicher eine Entkopplung (Kontraktion von Feldoperato-
ren in A) moglich, wodurch sich das Problem auf die
Spektraldarstellung von Greenschen Funktionen nied-
rigerer Ordnung reduziert.

(A.3)

I(w)=Q71 2, (ci| 4(0)  ¢;) (c; | B(0)| ci) e PEs 0(Ej —Ei—h ) (A.4)
g
ij

nen die Spektraldarstellung
1 . , dw’
== fho' _ ——
Gral) =y [ @M=D 1) =0
(A.5) (A.6)

Ktt)= [I(w) efhoemiolt=t) do.

Unter Verwendung der Fourier-Entwicklung der Sprung-

funktion O (t) ergibt sich fiir die Greexschen Funktio-

Aus der Spektraldarstellung folgt
Gw+ie) —BG(w—ie)=—i(efro—1)I(w). (A7)

Gl (A.4) zeigt, daB fiir B(0) =A4"(0) die Spektral-
funktion reell und nicht negativ ist.



